Paskaita 2

I. Funkcionalo variacija ir jos papras€iausios savybés.

ApibréZimas 2. Funkcionalo v[y(x)] argumento y(x) variacija oy vadiname
dviejy funkcijy skirtuma t.y.

o = y(x)— yl(x)’
kur y(x) ir y;(x), tam tikroje funkcijy klas¢je kinta laisvai. Atkreipsime démesj 1
vieng argumento y(x) variacijos savybe. Jei y(x) ir y;(x) yra diferencijuojamos
funkcijos (kartg arba daugiau), tai
()= [(x)= 3 (x)]= 60y (x) = 3y’ (x)) = 3.

ApibréZimas 3. Kreives y(x) ir y;(x) vadinamos nulings eilés artumo kreivémis,

jei variacijos modulis |§y| mazas. Kreivés y(x) ir y;(x) vadinamos pirmos eilés

b

artumo kreivémis, jei moduliai |5y éj/'| mazi. Kreivés yra k eilés artumo, kai
moduliai 6], |61, ....|9v")| mazi.

Apibrétimas 4. Funkcionalas v[y(x)] vadinamas tolydziuoju k-sios eilés artumo
prasme, jei bet kuriam £ >0 egzistuoja & >0 toks, kad 18 nelygybiy

< b <,
|V[y(x)]— V[yl (x)] <¢g.

ApibréZimas 5. Funkcionalas Lb(x)] vadinamas tiesiniu, jei galioja lygybé

L[Clyl (x)+ G (x)] = CIL[yl (x)] + CzL[yz (x)],
kur ¢;, ¢, bet kokie skaiciai.

Funkcionalai
Lly()]=y'(xp)s LLy(o)]= [ v (x)x

) 9 seey

iSplaukia nelygybé

yra tolydus.

Apibrézimas 6. Funkcionalo v[y(x)] poky¢iu vadiname skirtuma

Av=y(x)+ & ]-vly(x)].

ApibréZimas 7. Jei funkcionalo v pokyt] Av galime uzraSyti lygybe
Av = L{y(x). ]+ Bly(x). &) max|sy
kur L[y(x),&y] yra tiesinis oy atzvilgiu funkcionalas, max|§y| - maksimali |§y|

b

reiksmé ir B(y(x),v) > 0, kai max|6)| — 0, tai tiesiné J atzvilgiu funkcionalo
pokyc¢io dalis L[y(x),éy] vadinama funkcionalo v variacija ir Zymima ov.

IS ankstesniy samprotavimy iSplaukia tai, kad funkcionalo variacija —
pagrindiné tiesiné dy atzvilgiu funkcionalo dalis, t.y. &v = L[y(x),dy]. Funkcionalo



variacijg kartais vadiname funkcionalo diferencialu, o patj funkcionalg —
diferencijuojamu.
Teorema 1. Jei y(x,a)= y(x)+ady — vieno parametro leistiny funkcijy Seima,

kur o — parametras, o p(a)=v[y(x)+ady], tai teisinga lygybé

¢ 0=+ ad ]l

Kitaip tariant, funkcionalo v[y(x)] variacija yra funkcionalo v[y(x)+ aé‘y]
iSvestiné a atzvilgiu, kai a =0, t.y. ¢'(0)= 0.
Itodym as. Tegul funkcionalas turi variacija pagrindings tiesinés pokyc¢io
dalies prasme. Ta pokytj uzrasSysime lygybe
Av=vly(x)+ ady]-vy(x)]= L(y.a) + B(v.ad o] max|5].

ISvestine v[y + aéy] a ativilgiu kai o =0 yra pavidalo
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IS funkcionalo L tiesiSkumo i$plaukia

Ly, )= ally, 5]
Be to, pagal salyga A(y(x ) ad) — 0, kai & — 0. Todél

lim Bly(x), ady]a max|] H0| 2| Bly(x).c0|max|] = 0

a—0 a

Vadinasi

ir teorema jrodyta.
Apibrézimas 8. Funkcionalas v[y(x)] kreivéje yy(x) jgyja maksimuma, jei bet
kurioje kreivéje artimoje y,(x), jo reikimé nedidesné uz v[y,(x)], t.y.
Av=v[y(x)]- vy, ()] <0.
Jei Av<0 ir Av=0 tik, kai y=yy(x) sakome, kad kreivéje y,(x) funkcionalas jgyja
griezta maksimuma. Siuo atveju kreivei y,(x) visoms artimoms kreivéms y;(x) .
Funkcionalas v[y(x)] igyja kreivéje y;(x) minimumg, jei bet kurioje y;(x)
artimoje kreivéje jo reikimé nemazesné, kaip v[y,(x)], t.y.
Av =v[y(x)]-v[y (x)]2 0.
Jei Av>0 ir Av=0 tik, kai y=y,(x) sakome, kad kreivéje y,(x) funkcionalas jgyja
griezta minimuma.

II. Pagrindiné variacinio skai¢iavimo teorema.
Teorema 2. Jei funkcionalas v]y(x)| jgyja ekstremumgq kai y = y,(x), tai 6v=0.
Jrodymas. Fiksuotiems yy(x) ir 6y funkcionalas v[y,(x)+ady] yra a funkcija,

t.y.



ola)=vly,(x)+ady].
Pagal teoremg 1 turime

, 0
» (0)= o = %[yo(x)"" 0!5)/]11:0 .
Tai, kad funkcionalas v[y(x)] pagal sglyga jgyja ekstremumag kai y,(x), tai

funkcija () igyja ekstremuma kai o =0.
Vadinasi, ¢'(0)=0. Tada 6v=0. Teorema jrodyta.

III. Pagrindiné variacinio skai¢iavimo lema.
Lema 1. Jei funkcija ®(x) tolydi atkarpoje [x,,x,] ir

J: ®(x)r(x)dx =0,

kur t(x) — bet kuri diferencijuojama (kartg ar daugiau) funkcija, (x,)=0, 7(x,)=0
ir [t(x) <&, tai ®(x)=0 atkarpoje [x,,x,].

Irodym as. Tarkime, kad atkarpos [x,,x ] taSke x=x* ®(x*)=0. Tada i§
funkcijos ®(x) tolydumo iplaukia, kad ji to tasko aplinkoje (x;,x;) i3laiko ta patj
Zenklg. Tada, pasirinke funkcija z(x) iSlaikancia ta patj zenkla toje pacioje
aplinkoje ir lygia nuliui uz jos, gauname

L:l D (x)r(x)dx =J:\;‘d>(x)r(x)dx #0
(nes sandauga ®(x)z(x) i$laiko Zenklg intervale (x),x; ) ir lygi nuliui uz jo). Gavome
prieStaravima, kuris jrodo lema.



